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ABSTRACT: To address the non-convergence issue in 

nonlinear iterations caused by improper reluctivity selection 

during hysteresis-aware time-stepping finite element analysis, 

this paper presents a magnetic reluctivity selection method. The 

proposed approach dynamically adjusts the convergence factor 

at each time step by setting a threshold, thereby stabilizing the 

iteration process. First, the two-dimensional magnetic filed 

finite element equation of magnetic vector potential and 

excitation current is established using the fixed-point method, 

and the fixed-point permeability is introduced to address the 

nonlinear issue. Second, the field-circuit coupling relationship 

is established based on the electromagnetic induction law, and 

the Jiles-Atherton hysteresis model is utilized to characterize 

the core’s hysteresis characteristics, thus a field-circuit 

coupling model considering hysteresis is formed. Then, the 

threshold is introduced to solve the convergence difficulties in 

the nonlinear iterative process. Finally, the effectiveness of the 

proposed method is verified by applying it to a composite core 

made of amorphous alloy and grain-oriented silicon steel, from 

which the excitation current, magnetic flux density distribution, 

and no-load loss are successfully computed. 
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摘要：针对考虑磁滞特性时步有限元法中磁阻率选取不当，

导致非线性迭代无法收敛的问题，提出一种通过设置阈值， 

基金项目：国家电网有限公司科技项目(5500-202313120A-1-1-ZN)。 

Scientific Technology Project of State Grid Corporation of China 

(5500-202313120A-1-1-ZN). 

并在每个时间步动态改变收敛因子的磁阻率选取方法。首

先，基于固定点法建立关于矢量磁位和励磁电流的二维磁场

有限元方程，引入定点磁阻率处理材料非线性问题；其次，

根据电磁感应定律建立磁场-电路耦合关系，并采用 Jiles- 

Atherton 磁滞模型表征铁心的磁滞效应，从而形成考虑磁滞

的场路耦合模型；再次，引入阈值解决非线性迭代过程中的

收敛难题；最后，利用该方法求解非晶合金-取向硅钢组合

铁心的励磁电流、磁通密度分布以及空载损耗，并通过实验

验证所提方法的有效性。 

关键词：固定点法；时步有限元；J-A 磁滞模型；场路耦合

模型；组合铁心 

0  引言 

时域有限元方法广泛应用于分析变压器铁心

的励磁特性[1]。该方法通常基于磁场-电路耦合理

论，将电路模型中的未知参数引入到电磁场方程

中，同时考虑铁心内部电磁过程及外部电路约束。

但计算中铁心的非线性磁化特性多使用单值 B-H

曲线方程描述[2-3]，而实际上铁磁材料具有磁滞效

应，这导致计算结果与实验测量存在较大偏差。因

此，在场路耦合计算中考虑铁心的磁滞效应，能显

著提升励磁特性分析的准确性与可靠性。选择何种

磁滞模型以及采用哪种方法对磁场中的非线性迭

代问题进行处理是该问题的研究重点[4]。 

当前，描述磁性材料磁滞效应的模型主要包括

Energetic 磁滞模型[5-6]、Preisach 磁滞模型[7-8]和

Jiles-Atherton(J-A)磁滞模型[9-12]。其中，Energetic 
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模型是一种基于磁性材料磁畴的能量守恒原理与

统计特性的现象学模型，表达式简单，但其模型参

数较多，且在一些特定条件下得到的磁滞回线不光

滑。Preisach 模型使用数学方法来描述磁性材料的

磁化特性，但其复杂的分布函数导致计算量大，且

其应用范围受到了同余性的限制。J-A 磁滞模型通

过描述钉扎效应下的磁畴壁移动来刻画磁滞现象。

该模型兼具参数少、物理意义明确的双重优势，且

易于在有限元中实现，计算效率高，因而成为模拟

铁心磁滞效应时最常用的模型。 

目前，主要用牛顿-拉夫逊法和固定点法对含磁

滞效应的铁心非线性迭代问题进行处理[13]。其中，

牛顿-拉夫逊法虽收敛速度快，但在考虑磁滞效应

时，其迭代过程容易失稳，从而导致计算不收敛[14]。

在这种情况下，通常采用具有鲁棒性的固定点法，

而其收敛性与定点磁阻率的取值密切相关[15]。经典

固定点法认为在整个求解域和所有时间步的磁阻

率均为真空磁阻率的一半时，总能保证收敛，然而

该方法收敛速度慢，计算时间长[16-17]。为此，Dlala

等提出了引入收敛因子 C 的局部系数法，该方法能

够减少迭代次数，但如果收敛因子 C 选择不当，则

无法保证收敛[18-20]。然而，目前收敛因子的选择主

要依靠经验，同时在考虑磁滞效应时，磁滞回线在

矫顽力附近的磁阻率迅速减小，在铁心达到饱和时

又迅速增大，磁阻率的显著变化将导致部分时刻的

迭代次数增加，甚至不收敛[21]。 

目前，铁心的组成材料主要有取向硅钢和非晶

合金两种[22]。其中，后者的空载损耗小，但其抗短

路能力差、振动噪声大；而前者恰好与其相反，抗

短路能力强且振动噪声小，但空载损耗大。因此，

将二者组合，可以充分发挥各自的优势。 

本文提出一种通过设置阈值，并在每个时间步

动态改变收敛因子来确定磁阻率的方法。以非晶合

金(AYFAA-N)-取向硅钢(B18R075)组合铁心为研究

对象，两种材料的非线性磁化特性均用 J-A 模型来

描述，并建立磁场-电路耦合模型，计算组合铁心的

励磁电流、磁通密度分布以及空载损耗，并通过实

验验证本文所提方法的有效性。 

1  定点时步有限元法 

以矢量磁位 A 为求解变量的二维磁场边值问

题[23]，可以表示为 

   ( )
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式中：为求解域；为场域边界；ν为铁心材料磁

阻率；J 为电流密度矢量；n 为边界的法向量。 

引入定点磁阻率FP，将磁场强度分为线性和非

线性两部分，磁场强度 H 和磁感应强度 B 的非线

性关系可表示为 

 FP H B T  (2) 

式中T为磁场强度的非线性分量，称为类磁化强度。 

结合麦克斯韦方程，得到场域微分方程： 

 FP +   A T J  (3) 

利用伽辽金加权余量法，方程可以写为 
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采用三角形单元对求解域进行划分，矢量磁位

A 可以表示为 
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式中： np 为节点总数；Nj为第 j 个节点对应的线性

插值基函数；Aj 为第 j 个节点的矢量磁位。 

将式(5)代入式(4)，并考虑狄利克雷边界条件，

形成矩阵方程为 

  KA PI M  (6) 

 其中： 
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式中：i、j 为场域节点编号；e 为三角形单元编号；

k 为绕组编号；i 为单元 e 内与节点 i 相连的单元；

e为单元 e 的积分域；K 为刚度矩阵；A 为矢量磁

位列向量；P 为激励源向量；k 为绕组方向相关系

数，电流流入时取k1，电流流出时取k1；N

为绕组匝数；S 为绕组截面积；I 为绕组电流列向量；

M 为与类磁化强度相关的矩阵；Tx、Ty分别为磁场

强度非线性分量的 x 和 y 方向向量。 

2  考虑磁滞特性的场路耦合模型 

2.1  磁场-电路耦合模型 

组合铁心的场路耦合模型如图 1 所示。图中：

R 和 L 分别为等效电阻和电感；Tr为等效变压器即
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本文组合铁心。列写回路方程为 
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式中：u 为施加在绕组上的励磁电压；为磁动势；

N 为线圈匝数；lw为绕组围成的闭合曲线；I 为绕组

励磁电流。 
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图 1  组合铁心的场路耦合模型 

Fig. 1  Field-circuit coupling model of composite core 

将式(8)中矢量磁位用式(4)所示的插值函数表

示，u 的表达式为  
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式中：leq 为铁心 2D 模型在 z 方向的等效厚度；Se

为单元 e 的面积；Cw、KR、KL分别为与绕组分布、

线路等效电阻 R 和等效电感 L 相关的方程系数矩

阵，其中 Cw又称为场路耦合矩阵。 

采用向后差分法，并联立式(6)、(9)，建立完整

的定点有限元的时步迭代格式，如式(10)所示。 
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2.2  磁滞特性表征 

J-A 模型通过描述磁畴壁在钉扎效应下的运

动，来表征软磁材料的非线性磁化行为与磁滞回 

线[9]。该模型将磁化强度 M 分为两部分： 

 rev irrM M M   (11) 

式中：Mrev 为可逆磁化强度，源于磁畴壁的弯曲；

Mirr 为不可逆磁化强度，源于磁畴壁的位移[24]。 

Mrev与 Mirr 之间的关系可表示为 

 rev an irr( )M c M M   (12) 

式中：c 为可逆系数；Man为无磁滞磁化强度，表示

材料的最小能量状态，可以描述为： 

 e
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式中： Ms 为饱和磁化强度；He为有效磁场强度；

H 为磁场强度；a 为无磁滞磁化曲线的形状参数；

为磁畴内部耦合平均场参数。 

不可逆磁化强度 Mirr 通常可以表示为微分   

形式： 
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式中：k 为钉扎系数，与磁化过程中的能量损耗有

关；为方向系数，当 dH/dt>0 时，1，当 dH/dt<0

时，1。 

磁化过程中的能量守恒方程为 
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磁感应强度 B、磁场强度 H 以及磁化强度 M

之间的关系如下： 

 0( )B H M   (18) 

由以上公式推导得到以磁感应强度B为输入的

J-A 模型为 
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铁心材料的磁滞特性由式(19)表示。 

2.3  磁阻率的选取 

定点磁阻率的取值影响非线性迭代的收敛性，

选取不当将迭代不收敛。经典固定点法将磁阻率表

示为[16]
 

 min max 0
FP1

2 2

d d  



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式中：νdmin、νdmax分别为磁化曲线上微分磁阻率的

最小值和最大值；ν0为真空磁阻率。 

由于在整个计算过程中磁阻率保持不变，因此

又被称为全局系数法，该方法总能保证收敛，但收

敛速度慢，计算时间长。为此，Dlala 等提出了引

入收敛因子C 的局部系数法[18]，C 为大于 1 的定值，
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在每个时间步对磁阻率进行更新，当前时间步的磁

阻率计算为 
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式中：Bk为第 k 个时刻的磁感应强度；Hk 为利用 J-A

模型求得的第 k 个时刻的磁场强度。 

该方法虽有助于减少迭代次数，但其收敛性高

度依赖于收敛因子 C 的取值，需要审慎权衡。若 C

值设置较大，虽能提升收敛性，但由于前一时刻的

解未必是当前时刻的优质初值，为逼近真实解反而

可能增加迭代次数与计算时间。反之，若 C 值设置

较小，则可能在部分时间步直接失稳，导致无法收

敛。本文选择如下方法形成磁阻率，即在每个时间

步动态调整收敛因子： 
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首先，选定 C 的初值并保持不变。若每个时间

步的步内迭代次数 p 达到阈值 pthr，则说明 C 的取值

不足以使得迭代收敛，此时增大 C 重新计算磁阻率，

这样可以快速达到收敛。算法流程图如图 2 所示。 
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图 2  算法流程图 

Fig. 2  Program flow chart 

同时，若磁场强度 HHthr 或磁感应强度 BBthr，

则允许改变磁阻率，而当变化率小于阈值时，则不

予修改，仍使用上一时间步求得的磁阻率[21]，可以

避免由于H或B的不显著变化引起磁阻率突变的情

况。Hthr 和 Bthr 均为小于 1 的值[20]。 

3  组合铁心励磁特性实验验证与分析 

3.1  组合铁心励磁特性实验平台 

本文采用如图 3 所示的实验平台对非晶合金-

取向硅钢组合铁心的励磁特性进行测量。其中，使

用可编程 CSW5550 电源输出励磁电压对组合铁心

进行激励，感应电压使用高压差分探头测量，励磁

电流由钳式电流探头测量，通过示波器对感应电压

和励磁电流数据进行采集[25]。组合铁心的立体结构

如图 4 所示，基本参数如表 1 所示。经实验测得励

磁线圈电阻为 0.05

。 

可编程电源

PC

示波器

电压探头

电流探头

励磁线圈

组合铁心

 
图 3 组合铁心实验平台 

Fig. 3  Experimental platform of composite core 

非晶

合金

取向

硅钢

励磁

线圈

 

图 4  组合铁心立体结构 

Fig. 4  Three dimensional structure diagram of  

composite core 

表 1  组合铁心的结构参数 

Table 1  Structural parameters of composite core 

参数 取值 

取向硅钢内半径 r1/mm 75 

取向硅钢外半径 r2/mm 95.7 

取向硅钢叠片系数 Ks 0.97 

非晶合金内半径 r3/mm 95.7 

非晶合金外半径 r4/mm 144 

非晶合金叠片系数 KA 0.86 

组合铁心高度 h/mm 142 

励磁线圈匝数 N 20 



第 1 期 陈谷雨等：考虑磁滞特性的定点时步有限元法及组合铁心励磁特性研究 439 

3.2  组合铁心的磁滞回线 

本文采用粒子群(particle swarm optimization, 

PSO)优化算法[26]对 J-A 模型进行参数提取，该算法

具有较好的收敛性和鲁棒性，能够以较快的速度找

到全局最优解所在的区域，结果如表 2 所示。非晶

合金和取向硅钢的模拟磁滞回线与实测磁滞回线

的对比结果分别如图 5、6 所示。 

表 2  J-A 模型参数 

Table 2  Parameter of J-A model 

参数 
非晶合金 取向硅钢 

1.35

T 1.45


T 1.28


T 1.73


T 

Ms 1.780×10
6
 1.839×10

6
 1.759×10

6
 1.979×10

6
 

k 9.539 11.189 20.294 20.116 

a 1.936 2.971 7.652 8.64 

а 5.533×10
6

 6.569×10
6

 10.341×10
6

 9.093×10
6

 

c 0.131 0.207 0.016 0.018 

10
-10

-1

0

1

磁场强度/(A/m)

实验值
仿真值

0 10

(a)  B=1.35 T

-1

0

1

磁
感
应
强
度

/T

-10

磁场强度/(A/m)

0 10

(b)  B=1.45 T

实验值
仿真值

磁
感
应
强
度

/T

 
图 5  非晶合金磁滞回线 

Fig. 5  Hysteresis loops of amorphous alloy 
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图 6  取向硅钢磁滞回线 

Fig. 6  Hysteresis loops of oriented silicon steel 

采用平均相对误差(mean relative error，MRE)

表征仿真值与实验值之间的偏差，即： 

 cal mea
RE

1 mea

1
100%

n nN

n
n

I I
M

N I


   (23) 

式中：mea

nI 为第 n 个采样点的测量值； cal

nI 为计算值； 

n 为采样点个数。 

通过计算，仿真值与实验值之间的平均相对误

差结果如表 3 所示。 

从图 5、6 以及表 3 结果可以看出，仿真结果

与实验结果拟合较好，因此本文采用上述结果进 

表 3  平均相对误差结果 

Table 3  Result of MRE 

材料 磁密/T 平均相对误差/% 

非晶合金 
1.35 5.93 

1.45 7.99 

取向硅钢 
1.28 8.24 

1.73 7.75 

行组合铁心励磁电流、空载损耗的求解。 

3.3  组合铁心的励磁电流分析 

根据本文建立的场路耦合模型和上述参数辨

识结果，通过求解式(10)，即可得到组合铁心的励

磁电流。本文选取 C 的初值为 2，求解了组合铁心

在励磁电压为 39~59

V(对应磁感应强度为 1.1~1.6


T)

下的励磁电流，与实验值、全局系数法和局部系数

法的对比结果如图 7 所示。其中，当励磁电压为

39

~51


V 时，非晶合金和取向硅钢分别采用 1.35



和 1.28

T 时的磁滞回线；而励磁电压为 55

和 59

V

时，非晶合金和取向硅钢分别采用 1.45 和 1.73

T 时

的磁滞回线。 

如图 7所示，励磁电流的分布具有非轴对称性，

这表明励磁电流计算结果具有明显的磁滞效应。但

使用本文方法会出现随着励磁电压的增大，励磁电

流不平滑的现象。以上 3 种方法计算励磁电流的精

度同样使用平均相对误差来衡量。通过计算，不同

电压下的励磁电流 MRE 结果如表 4 所示。通过   

表 4 可以看出，采用本文方法选取磁阻率时，计算

得到的励磁电流整体误差小于全局系数法以及局

部系数法。 

3.4  组合铁心的磁通密度分布分析 

进一步分析组合铁心的磁通密度分布。通过求

解式(10)得到组合铁心在励磁电压为 39

~59


V 时各

节点的矢量磁位 A，然后取旋度即可求得各单元的

磁感应强度。组合铁心在不同励磁电压下磁通密度

峰值时刻的磁通密度分布如图 8 所示，磁通密度峰

值对比结果如图 9 所示。由图 8 可见，当励磁电压

小于 51

V 时，内部硅钢铁心磁密很小，磁密主要集

中于非晶铁心中；而当励磁电压大于 55

V 时，非晶

合金达到饱和，此时内部硅钢磁密大于非晶磁密，

硅钢起到了防止外部非晶合金磁密过饱和的作用。 

以励磁电压 U47

V 和 U59


V 为例，组合铁心

在一个周期内磁密分布的时域和频域结果分别如

图 10、11 所示。由图 10、11 可知，非晶合金和取

向硅钢的磁通密度分布呈现非正弦形态，这是因为

二者的磁阻率存在较大差异，同时前者主要包含 
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图 7  不同电压下的励磁电流 

Fig. 7  Excitation current at different voltages 

表 4  不同电压下的励磁电流 MRE 结果 

Table 4  MRE results of excitation current at different voltages 

电压/V 全局系数法/% 局部系数法/% 本文方法/% 电压/V 全局系数法/% 局部系数法/% 本文方法/% 

39 19.88 14.76 6.82 51 17.61 16.63 6.92 

43 17.95 10.87 6.09 55 16.40 2.09 5.46 

47 12.59 13.23 3.25 59 12.21 9.61 4.44 
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图 8  不同电压下峰值时刻的磁密 

Fig. 8  Magnetic flux densities of composite core at peak of different voltages  
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图 9  不同电压下的磁通密度峰值对比 

Fig. 9  Comparison of  

peak magnetic flux density under different voltages 
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图 10  U=47
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V 组合铁心的磁密分布 

Fig. 10  Magnetic flux densities of  

composite core at U=47

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图 11  U59

V 组合铁心的磁密分布 

Fig. 11  Magnetic flux densities of  

composite core at U59

V 

基波和 3 次谐波，后者以基波、3 次谐波和 5 次谐

波为主。而由法拉第电磁感应定律可知，在外加正

弦激励电压的条件下，组合铁心整体的磁密呈正弦

分布，只包含基波分量。 

3.5  组合铁心的空载损耗分析 

本文利用式(24)求解组合铁心的空载损耗。  

图 12 对比了采用以上 3 种磁阻率选取方法、在不

同励磁电压下计算得到的空载损耗结果。 

 
0

1
d

T

s t
P I t U t t

T 
      (24) 

式中：T 为周期；I、U 分别为励磁电流和励磁电压。

从图 12 可以看出，随着励磁电压的增大，空载损

耗也会增大。 
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图 12  不同选取方法的空载损耗对比结果 

Fig. 12  Comparison results of  

no-load loss under different selection methods 

表 5 结果表明，采用局部系数法和本文方法计

算得到的相对误差均小于全局系数法，且不超过

10%。同时，本文方法的整体误差小于其他两种方

法，进一步验证了本文方法的有效性。 
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表 5  不同选取方法的空载损耗相对误差结果 

Table 5  Results of relative error of 

 no-load loss under different selection methods 

励磁电压/V 全局系数法/% 局部系数法/% 本文方法/% 

39 23.93 6.84 4.34 

43 8.35 6.79 5.09 

47 14.99 8.39 7.55 

51 2.03 0.5 0.67 

55 5.55 3.28 1.8 

59 3.16 10.94 1.49 

3.6  收敛速度比较 

图 13 对比了 3 种方法的迭代收敛速度，展示

了每个时间步的迭代次数；表 6 列出了非线性迭代

次数的平均值与最大值。由图 13 和表 6 可以看出，

励磁电流达到峰值时，迭代次数最少，同时对比其

他两种方法，本文采用的方法使得非线性迭代次数

的平均值和最大值相比于全局系数法以及局部系

数法均减小。基于以上分析可知，相对其他两种方

法，本文方法的收敛速度有较大提高，验证了本文

方法的可行性。 
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图 13  一个周期内各时间步迭代次数 

Fig. 13  Number of iterations at each time step in a period 

表 6  不同选取方法的非线性迭代次数 

Table 6  Number of nonlinear iterations of  

different selection methods 

选取方法 非线性迭代次数的平均值 非线性迭代次数的最大值 

全局系数法 28.877 58 

局部系数法 6.946 10 

本文方法 4.655 7 

4  结论 

本文基于固定点法，采用 J-A 模型表征磁滞效

应，建立了考虑磁滞的电路-磁场耦合模型，通过设

置阈值并在每个时间步动态改变收敛因子的方法

确定磁阻率，求解了非晶合金-取向硅钢组合铁心在

不同励磁电压下的励磁电流，分析了组合铁心的磁

通密度分布和空载损耗大小。 

通过与全局系数法、局部系数法的对比，本文

方法计算得到的各励磁电压下的平均相对误差以

及空载损耗的相对误差均小于其他两种方法，且不

超过 10%，验证了本文方法的有效性。同时，磁通

密度分布显示，在较低励磁水平下，磁密主要集中

于非晶合金中，随着励磁水平的上升，取向硅钢的

磁密大于非晶合金；且通过磁密的频域结果可以看

出，组合铁心整体的磁密呈正弦形态，非晶合金的

磁密以基波和 3 次谐波为主，而取向硅钢的磁密除

基波、3 次谐波外，还包含 5 次谐波；此外，本文

方法使得计算精度和收敛速度均得到了提高。以上

分析可为变压器优化设计提供参考。 
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